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Objectives

o Etudier la méthode des bases réduites classique et ses limitations.

o Explorer le potentiel de la réduction de modéle non linéaire.

o Etudier la méthode "Nonlinear compressive reduced basis approximation for
PDE's".

o Implémenter la méthode et la tester.

o Rédiger un article basé sur ce travail.
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Réduction d'ordre de modéle.

o Objective:
o Reéduire la dimension d'un modéle.
o Reéduire le coiit de calcul en préservant une précision acceptable.

o Modéle d’intérét: EDP paramétriques.
For a given parameter 1 € P € RP (the parameter space), find u(u) € X such
that:

R(u(p)ip) =0
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Méthodes numériques

o Méthodes haute fidélité: volumes finis, éléments finis, ...

o Précision élevée.
o Codt de calcul élevé.
o Non adapté pour faire un grand nombre de simulations.
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Méthodes numériques

o Méthodes haute fidélité: volumes finis, éléments finis, . ..
o Précision élevée.
o Colt de calcul éleve.
o Non adapté pour faire un grand nombre de simulations.

o Méthodes de réduction d'ordre: bases réduites, POD, ...

o Cotit de calcul réduit.
o Précision acceptable.
o Adapté pour faire un grand nombre de simulations (optimisation, contréle, ... ).

Hassan Ballout CSMI Master's program, University of Strasbourg

Nonlinear compressive reduced basis approximation for P



Contexte
[ee]e] o]

Méthode de bases réduites

In practice: using FEM discretization
o X — X, C X, de dimension N,
o u(p) € X — up(p) € Xp.
@ upn(p) est une projection de up(p) sur Xy de dimension N < Nj,.
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Barriére de Kolmogorov

Problématique: Dans quelles mesures M peut &tre approximé par le meilleur
sous-espace de dimension N.

Mesure: Kolmogorov N-width dy(M) = infy,, max,epm mingey,, ||v — w]|.
o Pour les problémes elliptiques : dy(M) ~ O(e2N).
o Pour certains problémes hyperboliques: dy(M) ~ O(N~1/?).

Curse of dimensionality: du domaine et de I'espace des paramétres.
Solution: Méthodes non linéaires.
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Probléme multiparamétrique

—k'Au=0inQ,i=0,...,Nf

+BC
Gamma_ext
@ Un paramétre est donné par [ Finw FinN |
— (1 N, H
/“L_(k ,...,k f}B,)_ | Fin_... Fin_... |
o La formulation faible: trouver u(u) € X tel que: :
|  Fin2 Post I Fin2 |
d
a(u(p),vip) Flvip) [ Fin1 Fini _|[t
N —_— L
Z/ K (Vu(p), Vv)dx + B,-/ u(p) vds = / vds, YveX
i=0 /& Text T root Gamma_root

o La dimension de |'espace des paramétres P
peut varier de 1 a Ny + 1.
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Haute fidélité

On considére le cas test avec Ny = 5, avec un maillage de N = 43622 éléments.
Une méthode d'éléments finis d'ordre 2 est utilisée ce qui donne Ny = 89745 DOF.

Figure 1: High fidelity solutions for Bi=0.01(left), Bi=0.1(middle) and Bi=1(right)

L'erreur L2 de I'approximation FEM est de I'ordre de 10~* par rapport a une
approximation de référence d’ordre 3 avec N,or = 200050 DOF.
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Méthode de bases réduites classique

On cherche une approximation de u(u) dans un sous-espace de dimension N:

llu(p) = un(p)llx < [Ju(p) = un(p)llx + lun(p) — un(p)llx

N~ N~

P
total error FEM error RB error

On construit une base reduite V' = span{(y,...,{yn} avec une méthode POD.

(]

Par un approche Galerkin, on obtient un systéme linéaire:

B gp
Ayuly = fy

L'efficacité est assurée par la decomposition onligne/offline et la decomposition
affine.
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Résultats

Figure 2: FEM(left) and RB with N = 8(right) solutions for Bi = 0.001

Figure 3: Relative error vs the number of modes for P =1
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Challenges

P | Nmax | Online time | FEM time | Max L2 error | Mean L2 error
1 8 1.98e-04 5.18e-01 3.17e-05 6.37e-06
6 63 6.42e-04 5.18e-01 2.29e-05 3.68e-06

Table 1: Comparison between P =1 and P =6

P=1 P=6

100 —— Max Relative energy error —— Relative energy error
—— Max Relative output error —— Relative output error
~=- Energy error squared -~ Energy error squared

Relative error
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Encodeur-Decodeur

Une méthode d'approximation basée sur m paramétres repose sur 2 applications
continues :

o L'encodeur: E: X = R™
o Le décodeur: D:R™ — X

L'approximation de u est alors donnée par la composition encodeur-décodeur :

u = D(E(u))
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Notion de width

L'epaisseur (width) de M est donnée par

I|___n£ max ||v — D(E(v))]|

En particulier,
e Si on choisit D linéaire, on obtient le Kolmogorov m-width d,(M).

@ Si on choisit E linéaire et D non linéaire, on obtient le sensing number s,,(M).
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Nonlinear compressive RB

Dans le cas ou :
® dm(M) decroit lentement. (1)
@ sp,(M) decroit beaucoup plus rapidement. (2)

Pour atteindre une précision e:
(1) = u~ SN, 6;¢ avec N = N(e) grand.
(2) = urD(AM(u),...,\n(u)) avec n = n(e) < N.

Idée: \;(u) =~ d; for i = L...,n— g = b(dy, ..., 0,) = ¢p(dr, ..., d,) pour
k=n+1,...,N. Avec ¢, sont des modeéles non linéaires appris offline.

u~ Zu,w, + Z Gu(dn, - da)or — Afjuly = £ — BFG(uf)

k=n+1
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Choix de n

Probléme inverse: Combien de coefficients {;*}7_; pour reconstruire 7
Si = R(E(u(w)) = R(dY,...,d), alors Idyg = uo Ro E. Dans ce cas,

sn(M) =0

Numeriquement, on a trouvé que pour P < 3, n = P est suffisant pour reconstruire u.
En pratique, on choisit donc n =~ P.
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Phase offline

Algorithm 1 Nonlinear compressive reduced basis offline phase
Compute the reduced basis of size N using POD, or RB.
Assemble offline RB quantities.

Choose a train set of size M: {p1, ..., ptar}.

Compute corresponding reduced basis approximations {u; },.

Choose n < N.
for k=n+1to N do

Learn ¢ = arg mingep {z:’il |uf — (ul, ..., u?)|2}.
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Algorithm

Algorithm 2 Nonlinear compressive reduced basis online phase (Picard iteration)
0 _

1: Initialization: u; = ug, s.t. Alkuy = f£.
2: Iteration k:

3:  Compute ¢(uk1).

4. Solve Atuk = f* — Brp(uk—1).

5: Stopping criterion: |[uk —uk™1| <e.
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Nonlinear compressive RBM in action

P=1
Model Mean Energy Error | Mean L2 Error | Max L2 Error
Classical RBM (with 8 modes) 1.22 x 1075 6.80 x 10~° 3.86 x 10~°
Classical RBM (with 1 mode) 5.96 x 101 6.33 x 107! 2.68 x 10°
Spline 1.22 x 107° 6.80 x 10~° 3.86 x 10>
Decision tree 1.22 x 107° 6.84 x 10°° 3.87 x 10—°

P=2
Model Mean Energy Error | Mean L2 Error | Max L2 Error
Classical RBM (with 22 modes) 7.46 x 10°° 2.50 x 10°° 5.12 x 10°°
Classical RBM (with 6 modes) 2.35x 1072 1.14 x 1072 1.98 x 1072
Classical RBM (with 2 modes) 242 x 1071 1.67 x 1071 3.49 x 101
Degree 4 (n=6) regression 7.46 x 10°° 2.50 x 10°° 5.12 x 107°
Decision tree (n=2) 1.55 x 1073 6.74 x 10~* 2.84 x 1073
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