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Introduction

u(x)=1f(x) sur (a,b) avec wu(a)=u, et u(b)=up

Méthode de Galerkine Continue Classique

@ Approximation de u(x) par des fonctions continues;

@ Résolution:

b b
- / un(X)V (x)dx + [n()V(X)] = / F(x)v(x)dx

V

Méthode de Galerkine Discontinue

@ Approximation de u(x) par des fonctions discontinues;

@ Résolution:

~ [ v e+ avz = [ FGovixas

.
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Introduction

Article de référence

Pour I'étude de la méthode de Galerkine Discontinue, on a utilisé
I’article de Cockburn|[1]

Objectif

@ Implémenter une methode de type DG pour de type DG pour un
probleme 1D.

@ Comprendre le role du flux numérique sur la stabilité d'un schéma DG.)
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Méthode de Galerkine Discontinu

Solution multi-valuée

: kol 5 u® 5 Thass
— - .
-1 o s k2

L’ approximation est discontinue ! ‘

Figure: approximation discontinue en 1D [2]
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Méthode de Galerkine Discontinu

Equation Différentielle Ordinaire(EDO)

{%u(t) = f(t)u(t) te(0,T)
u(0) = uo

ou f(t) est une fonction donnée et ug est la condition initiale.

o Partitionner I'intervalle (0, T) en I" = (tp, tp41) Vn=0,--- , N —2.

@ Trouver up de degré au plus k sur chaque intervalle /":

- //n uh(s)%v(s)ds + Tpv|gtt = //n f(s)up(s)v(s)ds (2)
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Méthode de Galerkine Discontinu

important!!

@ Probléme: approximations discontinues entre les éléménts
o Conséquence: solutions instables, incohérentes etc.

@ Solution: introduire la trace numérique up,

Trace numérique

Définition:

/Ljh(tn) _ up, Si tp= 0,
lime_oup(t, —€), sinon.

Détermination

@ Calculée a partir des solutions aux interfaces;

o utilise les valeurs des éléments adjacents;
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Méthode de Galerkine Discontinu

Stabilité DG

Posant v = uj, dans (2), intégrant par parties et sommant sur n, on
obtient:

N—-1

1 N 1 _ 1 T
S (3 o) 157 = JAT)+04T) 348 = [ F(S)A(S)d(s)
n=0 0

ol
1 20— = 1 2 |~ tht1 1 2
OHT) = ~5eB(T) + X (~50f + T ) 157 + 514
n=0

Quelle propriété sur ©,(T) pour determiner explicitemment u,?

1 1
§’|Uh||i2(o,T) +04(T) < §||U0||i2(o,T) (5)

[3]
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Méthode de Galerkine Discontinue

Stabilité DG

Notations:
1
ot ot £ _
upt = =(u u upl =uf —u ur- = lim up(t £
{h} 2(h+ h)v [[h]] h ho h il h( 6)
Définition explicite de Up: Si on prenons:

upg, si t, =0,
in(tn) = § ({un} + C"[up])(tn), sitn€ (0, T), (6)
uh(T_), si tp, = T,

ol C" > 0, on peut montrer que, avec CcY = %:

N-1 N—1
On(T) = Y C[un]?(tn) + %[[Uh]]z(o) =Y C"[un)*(tn) > 0
n=1 n=0

M
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Méthode de Galerkine Discontinu

Stabilité DG
Importance des coefficients C":
@ Role des coéfficients de C":
e Influence la convergence de la méthode DG;
e Stabilité garantie pour C" > 0;
@ Impact sur la Précision:
e C" =0 : Ordre de précision 2k + 2;
o C"= % : Ordre de précision 2k + 1;
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Assemblage des matrices

discretisation en 1D
o discrétisation de (0, T) en N — 1 intervalles /":

O=t<ti<..<ty1=T

= U 1" avec I" = (tn, tht1) pour n=0,1,..., N —2
@ Application de la formulation faible sur chaque élément /":
/ e )—v(s)ds+/ S)un(s)v(s)ds — Bpv[i =0 (7)
n

@ Substuer les expressions de ujy = Y7o uf'¢P(t) , de v = ¢7 pour
Jj=0,1,2 et de up dans (7).
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Matrices Locales

o Sur I° = (tp,t1), on a:

p

i=0

> {//0 (f(5)¢?(5) + les¢?(s)) 7 (s)ds + (—; — Cl) ¢?(tf)¢?(t1_)} u?

1IN 1y 10—y O(et
+ (C _2>Z¢i(t1 )0j (8 )ui | =| —uog;j(to)
i=0

Sous forme matricielle, on obtient:

Ql Qg 0 ... 0 UO b
0 0 o0 . if[UY=]0
0 :
Remarque: Il faudra noter que Q1 et Q2 sont des blocs de matrices

(p x p), et b est un vecteur de taille p et que U° et U' sont aussides
vecteurs de taille p.
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Matrices Locales

@ Sur I" = (ty, thy1) pourn=1,2,--- N —3 on a:
[ I o | I I M.
C : : : ©] funt 0
0 --- Q1 @2 Q3 --- 0 u" | = |o
. . : . .| (ynt? 0
0 of | : | _'_

@) ={(5+¢) ¢?1(t;>¢f(tn+)}
(@5 = { [ 015) (F($)(9) + L 05(5)) o
+(5- ) anehepen - (5+ ) ¢,-"(r;+1>¢}'“(r:+1)}

1
(@)ij = — <2 - C"+1> ¢7+1(t:+1)¢"+1(t:+1)
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Matrices Locales

o Sur le dernier intervalle IN=2 = (ty_o, ty_1), on a:

Sous forme matricielle, on obtient:

0 0
0 0 :

: | |uN-3
0 Q1 Q2| [UN-2

Q1) = {(5+C"72) o322}

(Q2); = /lN?2 6N=2(s) (f(s)(bjl-v_2(5) + i(bjl-vﬂ(s)) ds

1
4 (2 o CN2> ¢?/—2(t_ﬁl—2)¢}V—2(tf—2)

— o} AT A(T)
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Implémentation pratique

Voici les differentes étapes de I'implémentation:

o Etape 1: Initialisation d'une classe, définition des paramétres du
probléme et des fonctions de base.

e Etape 2: Construction des matrices locales @1, Q2 et @3 selon
chaque intervalle /".

o Etape 3: Assemblage des matrices locales pour obtenir une matrice
globale A.

o Etape 4: Résolution du systeme lineaire Au = b et estimation des
erreurs. )
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Resultats numériques

Dans le probléeme (1), on considére les données suivantes:

o f(t) = —t3
e ug =1,
e T =5

t
@ solution exacte: u(t) = uoefo f(s)ds

Pour chaque valeur de C”, on calcule I'erreur L? selon le degré k du
polynome de base.

.
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Résultats numériques

log(Erreur L2)

—e— k=0, slope = 1.01

10720

—o— k=4, slope = 5.11
—e— k=5, 5lope =5.33

1072 107
log(h)

Figure: Erreurs et Pentes pour C = 0 pour chaque ordre;polynomial k
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Resultats numériques

C=05
107
10-2
— 107% A
3
=
=
g
& 107% 1
=]
2
—8— k=0, slope = 1.02
10-8 4 —8— k=1, slope = 2.05
—8— k=2, slope = 2.66
—8— k = 3, slope = 3.61
10-10 4 —o— k =4, slope = 4.80
—8— k=5, slope =5.75

1072 1071
log(h)

Figure: Erreurs et Pentes pour C = 0.5 pour chaque ordre polynomial k
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Equation de transport en 2D

Présentation du probleme

%+V-(au)=0, dans Q x (0, T)
u(t =0) = up, dansQ

ol a = (ax, ay) est un vecteur fixé, Q = [0,1] x [0, 1].

Formulation faible:
/(uh)tv—/ aup - Vv + au, - v =0 (9)
K K oK

oll K est un élément du maillage, A* est la normale 3 un coté de K et et v
est une fonction test.
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Maillage du dommaine

Figure: Maillage en 2D
eur "ag Figure: Normales aux cotés de

I'élément [1]
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Choix du flux et Stabilité

Choix du flux et Stabilité

On(t) = K;Th (-%/Kv-(au,,)(x,y, t)dxdy-l—/aKEb\h-nuh(x,y, t)ds>
(10)

au? = a{up} + Clup]

1
avec [up]l =upn” +uint et {uy} = i(uf: + uy,)

On obtient alors que:

ont)= Y /C[[uh]]%/s >0

ee&y €

Ce qui assure la stabilité de la méthode pour le probleme (7).
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Assemblage des matrices élémentaires

Dans un element K, a un instant t”, on considére:

3
up(x,y) = of "6l (x,y) et v=0¢f(x,y)
i=1
@ Matrice de masse:
M = (Mj) ou Miji/}(ﬁ(x,y)#((x,y)dxdy
@ Matrice de convection:

S=(S5;) ou S§;= /K a: quf((x,y)gzbj’-((x,y)dxdy

e Matrice de flux: Pour chaque bord ¢; (i =1,2,3), on a:

F=(F,) ob Fe,:/ (auf - #%) - 0 (x,y)ds
&
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Triangle de référence

Triangle de référence et fonctions de base

i
d1(&m)=1-€&—n
o f ¢2(§7 — 5
% 2 ¢3(&:m) =1
Figure: Triangle de référence [1]

Transformation et matrice Jacobienne

O rpars
4 " £ - v
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Calculs sur le triangle de référence

Matrices élémentaires

@ Matrice de masse:
= (W) o My = Uil [ $i(6m (e mddn
@ Matrice de convection:

§=($) ou S5 =kl [, a- (T Veudy(& m)di(& mdedn

v
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Systéme linéaire

On arrive au systéme linéaire suivant:

AU = F

o UMl = [ofnt1 gKintl ~Kint1]T. yecteur solution a l'instant t"+1,
@ A est la matrice de taille 3N x 3N,
@ F est le vecteur de taille 3N donné par:

Fl Fe1
F=|F Fi=|Fe
F3 Fe3
M; + S —-F 0
A= -k M+S -k

0 —F M3+ 53

ou M; et S; sont les matrices de masse et d'advection associées a I'élément
i respectivement.
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Implémentation 2D

Implémentation

@ Calculs sur le triangle de référence
o Assemblage des matrices

@ Calculs des flux : Difficultés a assembler les matrices de flux aux
interfaces.

Codes sources

@ https://gitlab.math.unistra.fr/aghili/dg/-/blob/
dieng-main-patch-68158/EquationTransport.py?ref_type=
heads
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Conclusion et Perspectives

Résumé des Contributions :
@ Théorie DG : Etude approfondie de la méthode DG, avec focus sur la
stabilité L2 et les flux aux interfaces.
@ Implémentation 1D : Reproduction des ordres d'erreurs, résultats
sous-optimaux dus au choix des fonctions de base.

@ Extension 2D : Défis rencontrés lors de |'extension a I'équation de
transport en 2D.

.

Perspectives :

@ Optimisation 1D : Améliorer le choix des fonctions de base pour une
meilleure précision.

@ Finalisation 2D : Valider la méthode sur des cas simples comme
I'advection scalaire constante.

@ Applications Futures : Potentiel pour des simulations en mécanique
des fluides et autres domaines complexes.
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