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Contexte

m 7 équipes de recherche

m 130 membres, dont 87 chercheurs
et enseignants-chercheurs

m Au sein de I'équipe "Modélisation Institut de Recherche
et Contole" Mathématique Avancée



Objectif

Algorithme

CIEEEEd  Objectif : Trouver un substitut a I'erreur de projection dans
apprentissage s .
I'algorithme glouton.
Dans le cadre des EDP paramétrée, la méthode des bases
réduites s’avere souvent étre une option de premier choix.

ngo

Algorithme Glouton

Objectif du stage

Require: Awg un ensemble, ugr(u) et

upr(p) 2 fonctions Exemple  d’EDP

choisir ;11 de maniére aléatoire parameétrée :

ur = uer(p)

By = Vect(uy) . B

for j allantde 2a Ny do yitpy=1 9
uj := argmax(||ugr (1) — P usr(1)|]) u=0 Q2

e 1 le paramétre

B := Vect(B,-_1 U U,-)

end for

Ensure: retourner By,



Etapes du stage
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Objectif principal : Construire un algorithme Glouton faible avec

un modele entrainé par réseau de neurone.

Etapes du stage :

Object du siage m Implémenter un exemple en 1d en Python avec la méthode
des éléments finis et donner une validation avec la solution
exacte.

m Implémenter la méthode des bases réduites et faire une
validation.

m Entrainer un réseau de neurone apprenant I'erreur de
projection a I'aide de PyTorch/TensorFlow.

m Extension au cas 2D avec Feel++ et les bibliothéques
adaptées.




Exemple 1D
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On s’intéresse au probléme 1D paramétrée par p issue d’'un
miniprojet d’Alexandre Ern [3]:

or
de Joubine Aghil

~2(D-Wyyu=f Q

Elements finis u= 0 3Q
1,xe
D(x) = ‘
1, X € Qo
- 01 024 %%9 0,44 059 o €4 679 984 3

Décomposition de Q en Q4 et Q»



Formulation Variationnelle
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La formulation variationnelle s’écrit : trouver u € H} () tel que

a(u,v;p) = I(v),¥v € HI(Q)

Rty En posant :

Variationnelle



Discrétisation de

Algorithme Soit Q un segment, que 'on décompose en Q4 et Q. disjoints et

Glouton faible par

apprentissage construit un maillage équidistant :
Jirectior

yubine Aghil

tel que :

N est le nombre d’éléments du maillage et h le pas constant
e vaut .

i Ki = [xi, xi+1] avec x; les noeuds du maillage.
On suppose que chaque maille K; se trouve soit dans Q4 soit
dans Q5.

K
L i | FE = TS el [ I = L J

o Kat) )’% )2“'

Décomposition de Q en K;




Discrétisation de HJ(Q)

M- Une discrétisation possible de H} () est I'espace V), o défini par :

apprentissage

Vho ={u € V| Ujpq =0}

Vi = Vect({i})

Les fonctions de base de Wy,

101

Construction des
espaces
d'approximation 0.8

0.6

044

0.2 1

0.0 1




Probléeme discret
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En remplacant H} () par Vi, on va chercher a résoudre le
probleme discret :

Trouver up € Vi tel que : a(up, Vi i) = I(Vh), Yvh € Vo

Construction des
matrices éléments
finis



Matrices éléments finis
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ag
A, = a(ei, vji 1t) X, = . etb:= | I(¢))
QaN—1
Résoudre le probléme discret revient a touver X,, tel que

oD AX, =b

matrices éléments
finis

ou :
A=A +phA+M
A= fQ 1Q1<P;<P} , A = fQ 192507'30;/‘ , M= fQ Pivj
b:foSOJ'



Matrices éléments finis
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Validation
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Fixons p = 1 et notre probleme 1D se réécrit :

—u'+u="1
U|aQ=0

Ce probleme admet une unique solution ue, connue:
Vx € Q, Uex(X) = Cy exp(—X) + Coexp(x) + 1

Validation 1—e e—1 —1

avec Cy = — et Co =
e—e-



Estimations d’errreur
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Quelques résultats pour évaluer la solution ugr :
|lu = unll1,0 < chlulza

||U - Uh||O,Q < Ch2|U|27Q
ol u € H?3(Q) et ¢ > 0 est indépendant de h

Validation



[llustration des Résultats
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Résolution de I'équation —u"' +u=1

- Uer
0.10 A Lizx
0.08 A
0.06 4 4 .l%
' s ,\.

004 4 f‘ .‘n

Validation 002 4 j‘ -‘\
' L3
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ooo{ ¢ %

0.0 0z 04 06 08 10

Solution exacte uey et solution élément fini ugr




lllustration des erreurs
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Erreur en normes L? et H!

10-5 .
10-? .
£
£ 1074
e
10-9 .
Validation
1D-1-J .
T T
w3 e
h

Erreurs ||Usx — UEF|| 12 €t ||Uex — Uer]|| €n fonction de h



Modeéle réduit
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o aton La méthode des bases réduites s’appuie sur le fait que les
solutions de 'EDP vivent sur une variété V. On fait I'hypothése
fondamentale que V ~ Vj,, avec Vi, un espace affine de faible
dimension.



Modeéle réduit

Algorithme
Glouton faible par
apprentissage

br
XM, 1

Dans ce probleme réduit, on cherche X[Zf = : tel que
br
X

br __ ybr br
u (H) = H71U1 +"'+XNaN0UN0

Les fonctions u; sont appelés «snapshot», et sont obtenues en
résolvant le probléme discret par éléments finis.

Formulation du
probleme réduit



Construction de la base réduite
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On définit Ajest € A = RF
En pratique :

Ntest = {:U’h-"aﬂM} et M~ 100

Grace a l'algorithme Glouton avec A, ON a la base réduite :

\/N0 = vect(uy, U, ..., UNU) et Agriar :== {11, ...,,uNo}

Espace des bases

réduites Vi,



Matrices réduites
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En posant

Et construisant
R—U(A+MU et VR =UTAU
Avec les relations suivantes :
=U"bet AT = Vi 4 VPR
Résoudre le probléme réduit revient finalement a trouver ij’ tel

que :
ABFi’xbr Bbr

Matrices réduites
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Etude du modéle
réduit

Résolution BR avec Ny = 2

Résolution de —u" +u=1, avecNyg= 2
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Solutions éléments finis et base réduite avec Ny = 2



Résolution BR avec Ny = 3
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Etude du modéle
réduit

Solutions éléments finis et base réduite avec Ny = 3



Résolution BR avec Ny = 4
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Etude du modéle
réduit

Solutions éléments finis et base réduite avec Ny = 4



Résolution BR avec Ny =5
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Etude du modéle
réduit

Solutions éléments finis et base réduite avec Ny = 5



Le conditionnement
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e Conditionnement de VE® et Vi? en fonction de Ny
1o | = KV y
— KSR /
10%* 1
=
T
w
=
&
S 10° 1
=
=
B 1D5 4
10° -
T
10° 2x10° Ix10° 4x10°
va leur de Ng

Etude du modéle
réduit

Evolution du conditionnement



Qualité de la base réduite
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e:= sup ||uEF () — uPB(1)||12 OU Atest NAgrias = 0

HE Ntest
Qualité de la Base Réduite
107 1
w
5
I
i
1077 1
T
10° 2x10° Ix10° 4x10° 6x10°
Etude du modele M

réduit

Erreur e pour M € {10,100, 500, 1000, 2000, 2500, 3000}



Résolution avec Ny =3 et 1 = 0.05
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et du probléme réduit :

Résolution de I'équation —0-u"+u=1, avec u=0.05

- ol EF

0.20 4 = sol Br
015 |
010 |
0.05 |
0.00 |

0.0 02 04 06 08 10

e du mocele Solution Elément Finis et Base Réduite pour x = 0.05

réduit




Erreur absolue
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Erreur absolue entre les Solutions EF et BR, avec =005
0.00175

0.00150 4

0.00125 4

0.00100 A

0.00075 A

0.00050 A

0.00025 A

0.00000 +

0.0 0.2 0.4 0o 0.8 10

Erreur en valeur absolu entre les solutions EF et BR pour ; = 0.05

Etude du modéle
réduit



Conclusion et perspectives
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apprentissage Perspectives futures : remplacer argmax(||ugr (i) — Pg usr(1)||)
BENtest

dans par un réseau de neuronne NN(u) puis réaliser avec Feel++
I'extension 2D/3D.

Algorithme Glouton

Require: Axg un ensemble, ugr(p) et ugr(w) 2 fonctions
choisir 11 de maniére aléatoire
uy = Ugr(p)
B; = Vect(uy)
forjallantde 2 a N, do

u; := argmax(||uer(r) — Pg usr(1)|)
HE Ntest
B = Vect(B/_1 U U,')
end for
Ensure: retourner By,

Conclusion et
perspectives
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