Méthodes de réduction d'ordre pour un milieu poreux-élastique et
couplage avec un systeme EDO

Thomas Saigre

dirigé by
Christophe Prud’homme

Cemosis — IRMA

26 aoiit 2021

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021 1/37



Table des matiéres

Contexte du stage

Modélisation

Discrétisation spatiale : Méthode HDG
Discrétisation temporelle : Méthode de splitting
Reduced Order Methods

Conclusion

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021 2 /37



Contexte du stage
Contexte
Contexte
> Avec sa connexion spéciale avec le cerveau, I'ceil permet d'avoir accés a des

données cliniques de facon non invasives pour permettre le diagnostic de certaines
maladies, dont des maladies neuro-dégénératives.

Anterior chamber Cornea

(aqueous humour) Pupll
Posterior chamber

pensory /ﬁ;—‘—\\,

de

Susy
ligament

of lens / £
5§
Sclera

\nd Jmarchn {

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA)

Stage M2 26 aoiit 2021 3 /37


https://en.wikipedia.org/wiki/Eye#/media/File:Schematic_diagram_of_the_human_eye_en.svg

Contexte du stage
Contexte

Contexte

» Projet Eye2brain porté par la plateforme Cemosis : développer un jumeau
numérique de I'ceil pour permettre une interprétation assistée par ordinateur de
données cliniques

> Thése de Lorenzo Salal : Modélisation mathématique et simulation de flux
sanguin oculaires et leurs interactions. Trois niveaux d’architectures
mathématiques ont été développés pour 'OMVS

'Lorenzo Sala. “Mathematical modelling and simulation of ocular blood flows and their
interactions”.
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test li
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire
Géomeétrie
> Génération automatique de géométrie avec SALOME a partir d'un fichier STEP :

Figure 1: Geométrie de I'ceil

omas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021



Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire
Géomeétrie
> Génération automatique de géométrie avec SALOME a partir d'un fichier STEP :
Cornée
e lris
Sclera
e Lentille
e Ligament

e Humeur acqueuse [Che21]

o Humeur vitrée Figure 1: Avant de I'ceil
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire
Géométrie
> Génération automatique de géométrie avec SALOME 3 partir d'un fichier STEP :

e Choroide
e Rétine
e Lamina
o Artére

e Veine

o Nerf optique
Pia

Figure 1: Arriére de I'ceil
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Géomeétrie
> Génération automatique de géométrie avec SALOME a partir d'un fichier STEP :
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Figure 1: Anatomie de I'arriére de I'ceil et réseau valsculaire
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire
Géomeétrie
> Génération automatique de géométrie avec SALOME a partir d'un fichier STEP :

Figure 1: Maillage de la géométrie
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Laplacian

Au = f in {2
{ u = g ondf? (1)

» Application feelpp_qs_laplacian_3d : on configure la solution voulue u. f et g
sont calculés par le programme.

Error

Figure 2: Convergence of the errors, with u(x,y, z) = cos(mx)sin(my) cos(rz)
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Validation

» Equation de la chaleur :
oT;
piCp,ia—' =V (kVTj) (2)
t
where :
» j indice du volume (Cornea, VitreousHumor...),
> T; [K] temperature dans le volume volume i,
> t [s] temps. On condidére d'aborde un cas stationnaire, donc % =0,
> k; [Wm~tK~1] conductivité thermique, p; [kgm~3] est la densité et C,;
[Jkg 'K ~1] la chaleur spécifique.
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Validation

without AH flow with AH flow

L. ¢

Temperatures in °C Y,;z l 00 %

Min: 33.3 34.0 345 35.0 36.0 36.5 355 Max:36.8 I‘z‘7 n;é
(a) Résultats 2D? (b) Résultats 3D avec Feel++

Figure 3: Comparaison des résultats

2Ean-Hin Ooi and Eddie Yin-Kwee Ng. “Simulation of aqueous humor hydrodynamics in human eye

heat transfer”.
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Modélisation physique
> Etude de modéles d'EDP (3D+t) couplée avec une EDO (0D+t)3

rop Zhole
I7) 11
hre II=|I| eR®
II3

Hout

@ C C
Llateral Zbottom b 2 :

Figure 4: Systéme couplé de la lamina cribosa

3Silvia Bertoluzza et al. “A HDG method for elliptic problems with integral boundary condition:
Theory and Applications”.
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Modélisation physique
» Etude de modéles d'EDP (3D+t) couplée avec une EDO (0D+t)3

J+KVp=0 dans 2x]0, T| dI7 @ 0
p _ — =AIl+|0|+ ]| O 2
—p—i—V-J:f dans £2x]0, T dt = Hout )
ot - 0 Row
AVeC Ia Cond|t|0n dlinterface (IBC) Eerme source terAm? source
di au couplage dii a IToue
/ z'ﬂ = Q p est constant Yiyteral : Up = p sur Yiaeral (3)
Llateral

Et les conditions aux bords :

P = Phole SUr Jhole J_ n =0 sur Yiop U Xhottom (4)

3Silvia Bertoluzza et al. “A HDG method for elliptic problems with integral boundary condition:
Theory and Applications”.
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Functional Mock-Up Unit

Pour simuler un modéle 0D : OpenModelica ou Dymola pour créer un modéle mo, que
I'on peut simuler avec Feel++.

Hout

Figure 4: Circuit pour Dymola
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Functional Mock-Up Unit

Pour simuler un modéle 0D : OpenModelica ou Dymola pour créer un modéle mo, que
I'on peut simuler avec Feel++.

==y

Figure 4: Circuit pour Dymola

gre (Cemosis — IRMA)
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Equations de Darcy avec IBC

Equations décrivant le mouvement dans un milieu poreux.

Soit {2 un ouvert borné de RY, avec d € {2,3}. On note I' la frontiére de (2,
partitionée en trois sous-ensembles disjoints : I'p, I'y et I'). Le probléme 3 résoudre est
. trouver j € H(div, £2) et p € [(12) tels que :

j+K-Vp=0 in (5a)
p+V-j="1 in (5b)

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021 11 / 37



Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Equations de Darcy avec IBC

Equations décrivant le mouvement dans un milieu poreux.

Soit {2 un ouvert borné de RY, avec d € {2,3}. On note I' la frontiére de (2,

partitionée en trois sous-ensembles disjoints : I'p, I'y et I'). Le probléme 3 résoudre est
. trouver j € H(div, £2) et p € [(12) tels que :

J+K-Vp=0

in 2 (5a)
Op+V 'J_': f

in 2 (5b)

avec ces conditions aux bords :

» p=gpsurlp fFIJ_'-

n= /target sur I
> j-n=gnsurly

p(X) = p sur I

ol larger €St une constante. La solution p est constante sur I
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Modélisation

Modélisation géométrique Vé ions sur le mai e Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Test linéaire

Figure 5: Simple 3D - OD model
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Test linéaire

> 2={X=(xy,z) eR3|xe[0,H]ety,zec0,L]}
» Ip=02N{x=0}

I=02n{x=H}
> In=02N{y=0u{y=Lu{z=0}u{z=1L})
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Test linéaire

On pose p(X,t) = a+ Bxt for X = (x,y,z) € 2 and t >0, et £ = kl. L'équation de
Darcy equation (see 5)

18p

Vot +V.j=f j+kVp=0 (6)

donne :
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Modélisation

Modélisation géométrique Vérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Test linéaire

Conditions aux bords :

» Sur Iy, j-n=0,carn=[0,0,—1]",[0,1,0]", [0,0,1]", [0,—1,0]" dépendant
de la face de I'y,

» Surlg, p=q,

—pt 1
SurF,,/j-Q:/ 0 |- 1|0 :—L2k5t::Q/;etplp,:oz—i-ﬁHt:
FI_ F[ 0 0
Comme Q(t) = — g von obtient II; = P — Q) = a+ B(H + RpL=k)t. Avec la loi
b

de Kirchhoff sur le nceud I17, on trouve :

Mo = a+ B [Ht + L2kt(Rp — Rout) — CoRout(H + RL?k)]
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Modélisation

ation géométrique Veérifications sur le maillage Modélisation physique Modéle 0D Equations de Darcy Test linéaire

Résultats de la toolbox Feel4++
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Figure 5: Comparaison du potential
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Discrétisation spatiale : Méthode HDG
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HDG
HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Hybridizable Discontinuous Galerkin®

Definition
La méthode HDG est une méthode éléments finis on les espaces de fonctions considérés
ne sont pas continus (d'un élément a |'autre).

> Cela implique un nombre de degrés de liberté plus grand que dans les méthodes EF
usuelles

» On impose faiblement la continuité de la solution sur les bords des éléments du
maillage

“Silvia Bertoluzza et al. “A HDG method for elliptic problems with integral boundary condition:
Theory and Applications”.
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Equation de Darcy (stationnaire pour simplifier)
On part de cette équation du second ordre :

-V - (KVp)="f sur (2 (6)

On pose j = —KVp, ce qui donne ce systéme d’équations :
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Equation de Darcy (stationnaire pour simplifier)

On part de cette équation du second ordre :
-V (KVp)=f  sur{? (6)

On pose j = —KVp, ce qui donne ce systéme d’équations :

J+KVp=0 sur {2
V.j=»f sur {2

d’inconnues p et ;.
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Formulation variationnelle
(en intégrant le systéme précédent, puis en faisant une intégration par parties)

Soit B € H/2(12) telle que B|r, = 0 et B|r, = 1.
On considére le probléme variationnel suivant :

trouver j € H(div, 2),p € L?(£2) et p € span (p) ® Hééz(FN), tel que
Vv € H(div, 2),w € L%(£2) et u € span (p) Hééz(FN), on ait :

(K:_I.LK)Q_(pav'1)9+<ﬁ71'n> =0

(V-fw)a = (f,w)e
<J _7M>FNUpI (g, )FN+Itarget‘Fl| (ke >F,
(P, 1) 1, = (8Ds 1)
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Espaces de fonctions

On introduit ces espaces de fonctions :

> V,= H V(K)

KeTh
> Wy =[] w(k)
KeTh
avec V,(K) = (Pr(K))9 et Wi(K) = Pi(K)

On voit que les fonctions de V;, et W), ne sont pas forcément continues d'un élément a
I'autre.
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Espaces de fonctions
On introduit ces espaces de fonctions :
> My = {u € L2(F3)|ulr € Pu(F) VF € F§UFY, plrpur, = 0}
> M; = {p e L?(Fp)|pln €R (u est constant), u| £\, = 0} (on a dim My = 1)
> My, = M & M,

. . . T . 4
Les fonctions de M}, sont discontinues sur les sommets de Fj, \ F,', et univaluées sur
les arétes.

Kl K2 '/

Ces fonctions servent de connecteur entre les éléments adjecents.
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Formulation variationnelle discréte
On définit le flux numérique normal sur OK par :

~0K K K ~
Ik Dok =Jy ok - nok + Tok (Ph ok — Ph|8K)

(Tox = 0 paramétre de stabilisation, qui peut dépndre de la face F € 0K)
Trouver j, € V,, pp € W et Ph € My, tels que Vv, € V, VYwy, € Wy, Yup € My, -

5 (4 k)~ (5 48), = k) =0

KeTy
. ~OK
Z [‘(lf’,(’vwf¢(>,<+<lh 'ﬂaKan’1<>8K}= Z (f,w,’f)K
KETh KeTh
~OK 1
Z <~lh . ﬂ8K7Mh> = <gN7Mh>FN -+ /target_ (Nh’ 1>Fl
oK ’FI’
KeTh
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HDG

HDG Formulation variationnelle Stratégie de résolution

Stratégie de résolution

> j, et pp sont les approximations de j et p a I'intérieur des éléments K € T, et ph
est I'approximation de la trace de p, sur les faces de F,

» Condensation statique : les équations discrétes sont vraies a l'intérieur de chaque

K € Ty et peuvent étre résolues sur chaque K pour éliminer J_I’f et p,’f en faveur de
0K
Pp -

~0K
> En combinant cette procédure a la définition du flux numérique normal J, »on

K
peut exprimer /= en fonction de p ph uniquement.

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA)
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Splitting

Discrétisation temporelle : Méthode de splitting
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Splitting

Algorithme de splitting

» Un couplage 3D — 0D peut introduire des instablités numériques
» On va étudier I'opérateur de splitting®

> La différence d’échelle ne va poser aucun probléme
» La formulation HDG supporte la condition intégrale au bord (IBC) sans aucune
sous-itération

» On aura un couplage naturel entre le modéle 3D et le modéle OD.

®Silvia Bertoluzza et al. “A HDG method for elliptic problems with integral boundary condition:
Theory and Applications”.
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Splitting

Opérateur splitting

> Semi-discrétisation en temps pour maintenir la flexibilité lors de 'application de la
méthode HDG dans le probléme temporel

» On pose t" = nAt pour n < 0, et on note " la valeur de ¢(t").

A partir de p” et II", pour passer de t" a t"t1, on résoud deux étapes :

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021 23 / 37



Opérateur splitting : Etape 1

Trouver j, p et II tels que :

Jj+kVp=10 dans 2x]t", t"[ (8a)
%+V J_':f dans Qx]t",t"+1[ (8b)
dIf
d_T =b dans 2x]t", t"“[ (8¢c)
avec les conditions aux bords p = phole SUr Zpole et j - n = 0 sur Liop U Xhottom ;

les conditions a l'interface / J-n = Qy, p est constant sur Yj,eral €t Up = p sur
Elateral
Elateral
et les conditions initiales p(t") = p”, II(t") = II".
1 1 . 1 .
On pose alors p"t2 = p(t™1), 1"z = [I(t"1) et j"T2 = j(t"T).
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Splitting

Opérateur splitting : Etape 2

Trouver p et II tels que :

% =0 dans 2x]t", " (8a)
dd_]tj =AIll +s dans |t, t"T[ (8b)

avec les conditions initiales p(t") = p"*2 et IT(t") = II""3.
On pose alors p"t1 = p(t"t1) | 1™ = [I(¢"H1) et j"T = j(¢"*1).
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Splitting

Stabilité

Théoréme : stabilite®
On considére le modéle de couplage 3D — 0D, auquel on ajoute certaines hypothéses. Alors
I'algorithme donné par les étapes 1 et 2 est inconditionnellement stable.

Idée de preuve : Si £ désigne I'énergie totale du systéme a I'étape 1 au temps t” (idem £F),
alors on montre :

N|=

1
1. 51n+2 <€&T 2 5£1+1 <5;+

3. Comme la condition initiale de I'étape 2 coincide avec la solution finale de I'étape 1, il en

, n+1 n+i
résulte que : £ < &2 =& < &P

D'ou la stabilité inconditionnelle.

®Lorenzo Sala. “Mathematical modelling and simulation of ocular blood flows and their
interactions”.
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Splitting

Ordre de convergence’

Ordre de convergence

Cet algorithme converge a I'ordre 1 en temps.

Algorithme d'ordre 2

Il est possible d’obtenir un algorithme d’ordre 2 en temps, en utilisant une forte
symétrisation et en utilisant des algorithmes des discretisation d’ordre au moins 2 en
temps

"Roland Glowinski. “Finite element methods for incompressible viscous flow".
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ROM

Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Reduced Order Methods
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Modéle thermique : thermal fin

Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA)

Iou
04 04 I Féxt
93 93 I Fe3xt
(2 2 (2 | 2.
Ql »Ql I I ;lxt
Froot

Stage M2

Figure 6: Géométrie du thermal fin



Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Modéle thermique : thermal fin

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA)
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Figure 6: Géométrie avec différents paramétres
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Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Modéle thermique : thermal fin
Geénération automatique des fichiers de configuration Feel++ avec fliquid
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ROM

Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Empirical Interpolation Method

» On cherche a résoudre un probléme du type : Trouver u(p) € V tel que Vv € V,
a(u(p), v) = f(v, p), avec le paramétre € D C RY.

8Romain Hild. “Optimization and control of high fields magnets”.

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021 28 / 37


https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-03025312

ROM

Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Empirical Interpolation Method

» On cherche a résoudre un probléme du type : Trouver u(p) € V tel que Vv € V,
a(u(p), v) = f(v, p), avec le paramétre € D C RY.
Q
» On décompose a(u, v; p) = ZOq(H)aq(u, v), avec 67 en fonction du paramétre i,
q=0
et a7 independant de p. Mais cette décomposition n’est pas tout le temps possible.

8Romain Hild. “Optimization and control of high fields magnets”.
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ROM

Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Empirical Interpolation Method

» On cherche a résoudre un probléme du type : Trouver u(p) € V tel que Vv € V,
a(u(p), v) = f(v, p), avec le paramétre € D C RY.
Q
» On décompose a(u, v; p) = ZH"(H)aq(u, v), avec 67 en fonction du paramétre i,
q=0
et a7 independant de p. Mais cette décomposition n’est pas tout le temps possible.

» On peut utiliser la Empirical Interpolation Method (EIM)8, qui consitste a
approximer une fonction paramétrisée par une somme de termes affines :

g(x, 1) ~ gm(x, 1) 29 (x) (9)

8Romain Hild. “Optimization and control of high fields magnets”.
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Model Order Reduction

o A~ 05(m)Aq

q
o F(u)~) 6L (nFy
q’

Model
o;ie Feel++ Problem DEIM
[ ]
ngON A(R)X = F(p)
ay
pOD-S'

Reduced Basis

ZN =[&1,- -+, &n] reduced basis
S={Sy, -+ ,Sy} sample

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA)

Figure 6: Pipeline for Model Order Reduction
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A posteriori error estimation

» On a ces décompositions :

Qa Qr
Ap) =D BiAT  F(p)=)> BRFP (10)
g=1 p=1
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A posteriori error estimation

» On a ces décompositions :

Qa Qr
Ap) =D BiAT  F(p)=)> BRFP (10)
g=1 p=1

» L’erreur vérifie :

v)x = Zﬁp )f9(v) ZZﬂA Jup(p)a?(€”,v) vveX (11)
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A posteriori error estimation

» On a ces décompositions :

Qa Qr
Ap) =D BiAT  F(p)=)> BRFP (10)
g=1 p=1

» L’erreur vérifie :

v)x = Zﬁp )f9(v) ZZﬂA Jup(p)a?(€”,v) vveX (11)

» Donc:

Bl = 3252 527 7.5 +2 30 S0 32 R £
+Zzzz3q3q ufuf (L9 L)« (12)
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Algorithme Greedy

Algorithme 1 : Greedy algorithm

Input : o € D et Zypain C D
S« [po]
tant que A > ¢ faire
u(p*) < solution FE solution, avec S comme échantillon pour générer les BR
Wy {f = u(m*)} U Wy_1
p* < argmax Ay(p) (and A <~ max Apn(p))
LE Etrain HE Ztrain
Ajouter u* to S
fin

Output : sample S, base réduite W
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Aspects d'implémentation

> Utilisation des vecteurs et matrices PETSc pour les calculs offline, utilisés dans
Feel++.

> Modules PETSc4Py pour utiliser ces objets dans Python.
> Module NumPy pour les calculs online.

Thomas Saigre (Cemosis — IRMA) Stage M2 26 aoiit 2021 32 /37



ROM

Thermal-fin EIM A posteriori error estimation Algorithme Greedy Résultats

Résultats : Temps d'exécution
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Résultats : Erreurs relatives

Résultats
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Conclusion et perspectives

> Analyse de sensibilité a partir des modéles réduits pour calculer les indices de Sobol

» Un travail simillaire a déja été réalisé sur el modéel 0D, sans utiliser de bases
réduites’
> Exemple de paramétres :
> Physiologiques : pression sanguine, propriété physique des tissus
> Géométrique : taille des certaines parties, forme générale de I'ceil

> Le but est de mettre en place des modéle plus précis et plus efficaces

®Christophe Prud’homme, Lorenzo Sala, and Marcela Szopos. “Uncertainty propagation and
sensitivity analysis: results from the Ocular Mathematical Virtual Simulator”.
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