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Introduction
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InSimo

o Entreprise développant des logiciels de simulation pour la formation médicale et
chirurgicale.

o Effectif de 22 employés (ingénieurs, développeurs, chefs d'équipe, responsables
marketing et communication).

o Créée en 2013 par des chercheurs de I'Inria.

MIM=SIS

InSimo
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Introduction
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MIMESIS

o Equipe-projet de recherche du centre Inria-Nancy Grand Est située a I'lHU de
Strasbourg.

o Développe différents outils de réalité augmentée et de simulation au service de la
formation médicale et de la planification d'opérations chirurgicales.

@ Vise a créer une synergie entre cliniciens et chercheurs.

Figure: Simulateur de cardiologie Figure: Modélisation du foie et de ses
structures internes
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SOFA

Simulation
Open

SOFA 5
o Le framework SOFA[1] est un
moteur physique open-source.

o Langage C++.

@ Biomécanique (Mécanique du solide,
des fluides, ...)

Export Graph.

~ | @ Nodename
hil @ Node type

cecooemEOOO
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Objectifs
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Présentation du sujet

@ Stage de recherche et développement en algébre linéaire, analyse numérique et
simulation numérique.

@ Enjeux de la simulation biomédicale en temps réel :

o Chercher a améliorer les performances de calculs pour une simulation toujours plus
fluide et précise.
o Reproduire avec exactitude le comportement dynamique des organes.

© Objectif principal : étudier la possibilité de faire des mises a jour d'une factorisation
de Cholesky (stabilité, performances, ...).

Q@ Objectif final : développer un nouveau solveur linéaire dans SOFA.

MIM=SIS InSimo

Philippe Pingcon Mises a jour de factorisation de Cholesky 1 Mars - 31 Aoiit 2021 8/31



Objectifs
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Objectifs clés

O Etudier I'implémentation left-looking de la factorisation de Cholesky et
I'implémenter dans une bibliothéque open-source. (SuiteSparse/CSparse)

@ Implémenter une méthode éléments finis permettant d’obtenir des performances
rapides en n'apportant que des changements partiels aux matrices du systéme
linéarisé de la simulation dans SOFA.

© Etudier la stabilité de la méthode en effectuant des factorisations de Cholesky
complétes.

@ Tester les performances de la factorisation de Cholesky left-looking (compléte et
partielle).

@ Implémenter la factorisation de Cholesky left-looking dans SOFA.

MIM=SIS
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Etude
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Déroulement d’'une simulation

dv(t)

Mgt

= ma(t)=f

M3 + Bx + K(x — X0) = fext (1)
On discrétise I'évolution temporelle d'équation par de petits pas de temps. (résolution
par un schéma d'intégration d'Euler implicite)
(M + AtB + AP K)x™ = Mt + At(FEE + £L) (2)

Construction de la matrice globale A = M 4+ AtB + At*K a partir de la contribution de
chaque élément du maillage.

| ] |
| |

| H B X = b
H B BN

| H B

@ On résout un systéme linéaire défini positif & chaque pas de temps de la simulatighti
mim=sigfactorisation de Cholesky + méthode de descente remontée) InSimo
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Implémentation d’une factorisation de Cholesky

Théoréme

Si A est une matrice symétrique définie positive, alors il existe (au moins) une matrice
triangulaire inférieure inversible L telle que A = LLT.

y
Il existe plusieurs implémentations de la factorisation de Cholesky[2] :
o up-looking (utilisée actuellement dans SOFA)
left-looking
left-looking supernodale

°
°
o right-looking
°

multi-frontal

MIM=SIS
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Implémentation Left-Looking

Déroulement d'une factorisation de Cholesky : permutations, factorisation symbolique,
factorisation numeérique.

Particularités de la left-looking :

o factorisation symbolique plus coliteuse calculant I'entiéreté de la structure de la
factorisation.

o factorisation numérique calculant uniquement les valeurs numériques des non-zéros.

o idéale pour les mises a jour : si la structure de la matrice ne change pas, pas besoin
de refaire une factorisation symbolique.

o utilise I'arbre d’élimination de maniére efficace (possibilité de paralléliser les calculs
[pas dans le stage])

MIM=SIS InSimo
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Arbre d’élimination
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: Structure de A Figure: Structure de L Figure: Arbre d’élimination
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Factorisation Symbolique
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Figure: Matrice A
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Figure: Structure creuse de Lp
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Figure: Matrice A permutée

Figure: Arbre d'élimination
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Factorisation Numérique

Algorithme :

Pour k allantde 0 a n—1:
@ On récupére les valeurs de la colonne k de A.

L[k : n, k] = Alk : n, K]

@ Pour toute colonne j & gauche de k, on fait une substitution de ces colonnes a la
colonne k :

L[k : n,k] = L[k : n, k] — L[k : n,j] x L[k,]]

© On récupére la racine carré du non-zéro diagonal :
L[k, k] = \/L[k, k]

@ On divise le reste des non-zéros de la colonne k par le non-zéro diagonal :
L[k : n,k] = L[k : n, k] / L[k, k]

i
MIM=SIS InSim
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Factorisation Numérique
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H
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Factorisation de Cholesky Left-Looking
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Mise a jour d'une factorisation

A=

Figu

PTA'P =

MIM=SIS

18 12 10 6
12 8 6 4

re: Matrice A’ (m3j de A)
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126 8 8
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©
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Figure: Matrice PT A’P (maj)

4.583
6.708
0.873 4.499
3.280 2.223 5.030
L' =117 -0.339 0.149 7.862
1.746 0.106 -0.047 -0.382 0.890
0.127 0.055 0.990
2.683 0.636-0.012 0.028 0 1.547
1.789 0.424-0.008 0.018 0 0.601 0.509
Figure: Factorisation L’
1
1 8
2
1 4 2
Lp'= 1 0 4472
6.708
2.683 1.673
1.789 0.717 0.535
2,236 3.279 1.912 1.425 4.422
L 22

Figure: Factorisation L}, :
InSimo
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Factorisation de Cholesky Left-Looking

Mise a jour d'une factorisation

11
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Figure: arbre d’élimination de PT AP (et
PTA'P)

Construction de lp et /; :

I0:[5,8]
,\I1:[5;6;7;8]

InSimo
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Woarp-Canceling Corotation

Warp-Canceling Corotation[3]

o Mélange de deux méthodes éléments finis pour simuler des objets élastodynamiques
: méthode du Corotationnel et méthode "Stiffness Warping".

»  RK.(R, 'x-x,)

(y

P’

R 'x-x,) K.(R, 'x-x,)

o fo = Ry(M. + AtB. + At?K)RT vt

@ Principe : conserver/corriger localement de maniére périodique les matrices de _
rotations nodales des éléments pour lesquels I'erreur entre les matrices de raidew
exactes et approximées est petite/grande.
s

MIM=S]|
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Woarp-Canceling Corotation

Warp-Canceling Corotation

Zoom sur Ke :
R Re R Ray
RIR.
Ke RT Roy
R,?;Re ReTRHA

R Rus
RI Re

@ Une matrice de rotation nodale est calculée en faisant la moyenne des matrices de
rotations par élément contenant le nceud.

@ La matrice de raideur globale est calculée en sommant la contribution de toutes les
matrices par élément K..

MIM=SIS InSimo
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Woarp-Canceling Corotation

Estimation de I'erreur

fo = Ra(Me. + AtB. + AP KR x¢

error = ||fe,cor — fe,apx||

@ fe.cor = Be,cor €t Ke cor assemblées avec les matrices de rotations nodales du pas de
temps courant.

@ fe apx — Be,apx et Ke apx assemblées avec les matrices de rotations nodales du dernier
pas temps pour lequel I'erreur était supérieur au seuil d’erreur choisi par I'utilisateur.

MIM=SIS
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Woarp-Canceling Corotation

Implémentation dans SOFA

o Méthode directement implémentée dans un fichier de type "forcefield" o I'on
calcule les forces.

o Assemblage de la matrice de raideur K.

Fi : Li Sol
Figure: ForceField gure: Linearsolver
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Résultats
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Stabilité de la Méthode

File Edit View Help
Animate step
max FPS: DT:

Reset Scene Reset View

save Screenshot || Save View
View | Graph | Stats Viewer
Export Graph.
Filter
~ Node name
Display chil

Node type
Filter unact

o

Frame: 0 2| < o >
GUIMode:| 0 1 2 3
Time:0s Step:0

MIM=SIS

InSimo

s a jour de factori

1 Mars

31 Aoiit 2021 25 /31



Résultats
[e]e] lele]

Stabilité de la Méthode

File Edit View Help
Animate step
max FPS: DT:

Reset Scene Reset View

save Screenshot || Save View
View | Graph | Stats Viewer
Export Graph.
Filter
~ Node name
Display chil

Node type
Filter unact

o

Frame: 0 2| < o >
GUIMode:| 0 1 2 3
Time:0s Step:0

MIM=SIS

InSimo

s a jour de factori

1 Mars

31 Aoiit 2021 26 /31



Résultats
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Factorisation Left-Looking

Note : le-l = cholesky left-looking up-l = cholesky up-looking
| matrix order [ nb nz | algorithm | % of updates [ fillin [ time |
3312 121968 | update le-I 11.1 % 401 % | 0.045825 s
3312 121968 | entire le-| none 401 % | 0.070563 s
3312 121968 | entire up- none 401 % | 0.066114 s
3312 121968 | update le-I 59.6 % 401 % | 0.053431s
3312 121968 | entire le-| none 401 % | 0.071907 s
3312 121968 | entire up-I| none 401 % | 0.062844 s
10260 402516 | update le-| 21.2 % 733 % | 0.616136 s
10260 402516 | entire le-l none 733 % | 0.869441 s
10260 402516 | entire up-I none 733 % | 0.850435 s
10260 402516 | update le-| 70.6 % 733 % | 0.727004 s
10260 402516 | entire le-| none 733 % | 0.887714 s
10260 402516 | entire up-I none 733 % | 0.845634 s
L
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Résultats
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Performances des mises a jour

Note : factorisation partielle tracée en faisant la moyenne de 10 exécutions

1
left-looking
0.8
factorisation partielle

“«w 0.6 i
— (+ calcul de I'erreur)
a
S
8 04

0.2

20 40 60 80 100

pourcentage de mises a jour
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Conclusion

Bilan travaux :
o Performances des mises a jour left-looking encourageantes (sans calcul paralléle).
o Stabilité de la méthode "Warp-Canceling Corotation". Plus de scénes a tester.

o Implémentation Cholesky left-looking compléte en langage C. Prochain objectif :
implémenter en C++ dans SOFA. (N'a pas pu étre réalisé dans le temps imparti)

Bilan expérience :

@ Bonne communication et entraide. (proximité encadrants, réunions stagiaires,
séminaire MIMESIS)

@ Premiére longue expérience en entreprise. (recherche et développement)

@ Projet de simulation numérique. (SOFA/C et C++/Algébre linéaire/Calcul Hautes
Performances)

MIM=SIS
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