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Introduction

Introduction

Le modele de Cahn-Hilliard est un modele d'équation aux dérivées
partielles parabolique du quatrieme ordre, introduit en 1958 par Cahn
et Hilliard. )

L'utilisation du modeéle de Cahn-Hilliard est étendue a divers
domaines de la chimie, de la physique, de la biologie et au secteur de
I'ingénierie.

L'objectif de ce stage est de résoudre I'équation de Cahn-Hilliard en
cherchant le meilleur contrdle pour tenter d'obtenir un état final
souhaité. )
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Le modele de Cahn-Hilliard

Le modéle de Cahn-Hilliard est défini comme suit:

Oru = A(¢'(v) +yAu)
{ W(t=0,) = ux) (P)

avec u et up deux fonctions de Q C R? x [0, T] dans R, v > 0.

On effectue un changement de variable:

Oru = Aw
w = ¢(v) +yAu (P")
u(0,.) = wo(x) Vx € Q
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Le modele de Cahn-Hilliard Schéma implicite d'Euler

Schéma implicite d’Euler

On effectue une discrétisation implicite par différence finis de (P’):

Q = [0,1] x [0, 1]
le nombre de points = N
Ax = Ay = ﬁ
At = cfl x Ax?
On pose:
U',Zl ~ U(tn,X,"j)
VVI':J ~ W(tn,X,'J)
Ou :
xij = (iDx,jAy)
t, = nAt
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Le modele de Cahn-Hilliard Schéma implicite d'Euler

Schéma implicite d’Euler

On obtient apres calcul :

BXn-‘rl + G(xn—l—l) _ Fn — 0

u
Id =LA
B = aeA ) ¢ g
(a5
{1,1 UnJr].
r.l Un+1 O
_ N,N n+1 _ n+1y _
F = 0 X Wn+1 G(X ) ( ¢/(Un+1) )
6 Wn+l
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Le modele de Cahn-Hilliard Schéma de Cranck-Nicolson

Schéma de Crank-Nicolson

La 6-méthode consiste a approcher la dérivée spatiale au temps n+ 1
a I'aide de termes évalués a n (partie explicite) et de termes évalués a
n+ 1 (partie implicite):

UrmoUt — (W) + (1 — 0)L(Wn)

At

Wn+1 — ¢/(Un+1)+,y£(un+l)

Ou L représente la discrétisation du laplacien

Ce schéma est d'ordre 2 en temps(O(At?))
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Implémentation OINHIS

QOutils utilisés dans I'implémentation

Le programme est écrit en Python.
numpy, matplotlib, torch.

Le logiciel utilisé est Visual Studio Code.

Une partie de I'exécution du programme s'est faite sur le cluster
Atlas
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Algorithme de Cahn-Hilliard

La fonction J est définie d'apres le system d'équations (P”) par :
J(X) _ an+1 4 G(xn+1) — Fn

Pour simplifier I'implémentation, on calcul la fonction J en deux
partie: res(U) et la deuxieme en res(W) qu’on concatene pour
retourner un seul vecteur J(X).

Pour obtenir le gradient de la fonction, on utilise pour cela la
bibliotheque autograd.numpy, la fonction jacobian() retourne le
gradient, on fait appel a cette fonction dans dJ(X) qu'on utilise
directement dans |'algorithme de Newton.
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Algorithme de Cahn-Hilliard

1) On effectue I'appel a de I'algorithme de Newton,
2) On test la convergence de ce dernier:

. Si I'algorithme converge on augmente le pas de temps At d'un
certain pourcentage fixé :

At = a x At

et on met a jour les compteurs de temps t et du nombre
d'itérations.
. Si I'algorithme ne converge pas, on met a jour le pas de temps
seulement :
At = x At

et on revient a I'étape 1).
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Implémentation Pytorch

Passage au Pytorch

Pour pouvoir résoudre I'EDP en introduisant le contr6le on a besoin
de trouver le contrdle optimal V' qui minimise la quantité :

|| U(T7X7 V) — 0 ”2

et pour se faire, on propose d'utiliser la bibliotheque Pytorch qui
permet de créer un graphe et donc de faire la différenciation de
I'optimisation de graphe.
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Implémentation Algorithme de descente du gradient

Algorithme de descente du gradient

On passe a la derniere étape: I'algorithme de la descente du gradient
qui résout I'EDP en trouvant le controle V' qui permet d'obtenir un
résultat attendu.

En introduisant le contrdle, 'EDP s'écrit comme suit:

O = Aw—v
% = ¢'(u) +vAu
u(0,.) = wo(x) Vx € Q
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Implémentation Algorithme de descente du gradient

Algorithme de descente du gradient

On propose de définir le contrdle V par 3 constantes, c'est a dire
qu’'on cherche le contrdle dans un espace tel que:

H={V = wf(x) + vfi(x) + vf(t)/(v, 1, n) € R*}

Ou fy et f; sont des fonctions constantes par morceaux, de R? dans
R; on les appelle aussi base de Haar et f une fonction qui dépend du
temps.
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Implémentation Algorithme de descente du gradient

Algorithme de descente du gradient

L'algorithme de la descente du gradient est défini comme ceci:
1) On fixe un V; initial et un nombre d'itérations maximal,
2) On défini I'optimiser:

optimizer = torch.optim.Adam([V], Ir=Ir)
ou Ir étant une constante fixé au début.

3) A chaque itération on résout I'équation de Cahn-Hilliard avec
I'algorithme de CH, on calcul la fonction a minimiser:

loss = torch.norm(U-y)**2
ou U est la solution de I'algorithme de CH et y est la solution
cible qu'on veut approcher avec le V .Puis:
loss.backward() et optimizer.step()

La variable V est actualisée, ceci jusqu'a un certain nombre

yer s .
d'itérations. |
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Tests Numériques et résolution

Rappel du plan

@ Tests Numériques et résolution
@ Algorithme avec le pas de temps adaptatif
@ Parametre de pénalisation ~y
@ Résolution de I'équation avec le contrdle V
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Pour illustrer la différence entre les deux version de I'algorithme de
résolution de I'équation CH, on effectue deux résolution et on
compare les résultats obtenus ci-dessous:

Premiérement, I'algorithme sans pas adaptatif, c'est a dire que le pas
de temps At est constant pendant toute I'exécution de I'algorithme,
on prend comme parameétres :

nombre de points = 20
Ax=Ay = b53e2
v = le-4
Aty = 2.77e-4
T final = 0.1

On obtient:
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

itération 0 t=0.000E+00 dt =2.770E-04

08
25
50
06
75
sx=20
100
04

125
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

itération 30 t=8.310E-03 dt =2.770E-04

g N H_ N
. -
2 n n

0.25
” :I n

[

. e B

Lt L B

-1.00
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

résultats :
temps de calcul = 3 minutes et 10, 17 secondes
temps finalt = 8.31e-3
nombre d'itérations = 30
minimum de la solution = —1.037
maximum de la solution = 9.592e-1
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Puis, I'algorithme avec pas adaptatif ou le pas de temps At

augmente ou diminue a chaque itération,selon la convergence ou non

de I'algorithme de Newton, on prend les paramétres :

nombre de points =

Ax=Ay =
Y

Aty

T final =

20
5.3e-2
le-4
le-3

5

On obtient ceci :
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

itération 0 t=0.000E+00 dt =1.000E-03

125
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Tests Numériques et résolution

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

itération 19 t=6.605E+00 dt =2.476E+00
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Tests Numériques et résolution Algorithme avec le pas de temps adaptatif

Algorithme avec le pas de temps adaptatif

résultats :
temps de calcul = 3 minutes et 11, 67 secondes
temps finalt = 6.61
nombre d'itérations = 19
minimum de la solution = -—1.014
maximum de la solution = 9.089%e-1
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parametre de pénalisation v

C'est un parametre qui pénalise la condition de Au = 0 dans
I'équation:
Oeu = A(¢'(u) + yAu)

L'algorithme qu'on met en place vas devoir minimiser la quantité :

/ ¢'(u) + |V ul? dx
Q

Quand v est assez grand (par exemple 1 ou 1071), I'algorithme va
chercher des solutions u(x) tel que :

{ o(u) —0
|IVul —0
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SSRGS TR LTI Parametre de pénalisation ~y

Parametre de pénalisation v

On prend deux exemples pour illustrer le role du parametre, on utilise

le potentiel de Cahn-Hilliard, avec en premier un ~ assez petit:

.

nombre de points =

Ax=Ay =
’y =

Aty =

(8% =

b =

T final =

10
1.11e-1
le-4
le-3
1.6

0.8

0.1

On obtient:
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parameétre de pénalisation ~

itération 0 t=0.000E+00 dt =1.000E-03

0.8

0.6

0.4

0.2
0 2 4 6 8

sy =10

0

4
sx =1

Figure: simulation avec v = le-4
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SSRGS TR LTI Parametre de pénalisation ~y

Parametre de pénalisation v

4.
sx =11

itération 8 t=1.119E-01 dt =4.295E-02

0

Figure: simulation avec v = le-4
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parametre de pénalisation v

résultats :
temps de calcul = 7.23 secondes
temps finalt = 1.12e-1
nombre d'itérations = 7
minimum de la solution = —1.08
maximum de la solution = 9.113e-1
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parametre de pénalisation v

On prend un deuxieme exemple avec un ~y plus grand:

( nombre de points = 10
Ax=Ay = 1.1le-1
v = le-2
Aty = 1le-3
a = 1.6
3 = 08
\ T final = 2

On obtient:
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parameétre de pénalisation ~

itération 0 t=0.000E+00 dt =1.000E-03

sy =10
Figure: simulation avec v = 1le-2
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parameétre de pénalisation ~

Figure: simulation avec v = 1le-2
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Tests Numériques et résolution Paramétre de pénalisation ~

Parametre de pénalisation v

résultats :
temps de calcul = 10.84 secondes
temps finalt = 3.07
nombre d'itérations = 14
minimum de la solution = —1.023
maximum de la solution = 9.94e-1
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Tests Numériques et résolution Résolution de I'équation avec le contrdle V/

Résolution de I'équation avec le contrdle V

On exécute le programme pour resoudre le systeme d’'EDP en
prenant un ug(x) qui soit un peu proche de 4, on fixe les paramétres
comme suit:

([ nombre de points = 8
Ax=Ay = 143e1
v = le-4
At() = 1le-3
a = 16
5 = 0.8
L T final = 0.1

On obtient:
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Tests Numériques et résolution Résolution de I'équation avec le contrdle V/

Résolution de I'équation avec le contrdle V

@ D’abord le résultat de I'algorithme du gradient pour obtenir le
Vopt:
A la fin de ce dernier, on a le graphe de la loss en fonction des
itérations, dans cet exemple le nombre d'itérations est de 10:
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Tests Numériques et résolution Résolution de |'équation avec le contréle V'

Résolution de I'équation avec le contrdle V

(JU" =0 ) pour chaque iteration

2700

2600

2500

2400

2300

2200

2100

2000

— loss = U™ =012
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Tests Numériques et résolution Résolution de I'équation avec le contrdle V/

Résolution de I'équation avec le contrdle V

On obtient le V optimal:
V = (0.0409, —0.6593, 0.1405)

avec lequel on passe a la deuxieme étape,

o |'exécution du solveur CH : )

En 8 itérations, on peut avoir la comparaison suivante :
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Tests Numériques et résolution Résolution de |'équation avec le contréle V'

Résolution de I'équation avec le controle V

solution U
0_
14 47.8
54
47.6
3
sx =8
44 47.4
5_
47.2
6_
74 47.0

Figure: simulation avec le V optimal
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Tests Numériques et résolution Résolution de |'équation avec le contréle V'

Résolution de I'équation avec le contrdle V

o

L=

S

]
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Tests Numériques et résolution Résolution de I'équation avec le contrdle V/

Résolution de I'équation avec le contrdle V

Pour s'assurer que la solution est convergente, on regarde les graphes
en semilog de J(X) en fonction des itérations de I'algorithme de
Newton:
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Tests Numériques et résolution Résolution de |'équation avec le contréle V'

Résolution de I'équation avec le contrdle V

log( | fix) | ) pour chaque iteration Newton

—+— iteration0
103 4 —+— iterationl
—— iteration2
—— iteration3
102 4 —— iterationd
—— iteration5
iteration6
10! 4 —— iteration7
100 4
log(Iix)])
10-14
1072 4
10-3 4
10 4
T T T T
o 4 6 8
itérations
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Tests Numériques et résolution Résolution de |'équation avec le contréle V'

Résolution de I'équation avec le contrdle V

log( | fix) | ) pour chaque iteration Newton

—— iteration0
1034 —+— iterationl
—— iteration2
—— iteration3
107 4 —— iteration4
—— iteration5
iteration6
101 4 —— iteration7
0
tog( | f:4Y)
1071 4
1072 4
10-3 4
L} N + =t
10-% 4
T T T T
o 4 6 8
itérations
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Conclusion

Conclusion

Méme si la derniére étape n'a pas totalement abouti, le stage a
permis d'approcher le modeéle de Cahn-Hilliard sous d'une maniere
intéressante et qui peut étre développée et utilisée dans la
classification, ou dans le filtrage d'image par exemple.

Dans un futur travail, il serait prenant d'approfondir I'étude en
abordant d'une autre facon le modéle de Cahn-Hilliars et d’essayer
d'introduire et de définir le contrdle de plusieurs manieres.
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Conclusion
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